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OZET

Global jeopotansiyel modeller, yeryuvarinin dis
cekim alanini ve buna bagl blylikliikleri sayisal olarak
degerlendirmek igin kullanilir. Kiiresel harmoniklere
dayali bu modellerin aginim dereceleri arttikga,
serilerde  yer alan  Legendre  fonksiyonlarini
hesaplamada temel araglar olan yineleme bagintilari
kullanilamaz duruma gelir. Ortaya ¢ikan sorun, Elektrik
Elektronik  Miihendisleri  Enstitiistii  (IEEE) 754
standardina gbére kayan noktali sayilarin bilgisayar
belleginde saklanabilme sinirlari ile ilgilidir. Bu ¢alisma
ile bdtiinlesik Legendre fonksiyonlari kaynakli soruna
bir ¢6ziim gelistiriimeye calisiimigtir. Bu amacla fiziksel

jeodezide  harmonik  serilerle iliskili  Legendre
fonksiyonlar1 ve tiirevieri sayisal olarak incelenmistir.
Tam normallegtirilmis butlinlesik Legendre

fonksiyonlarinda 360. derece (mertebe) igin kutup
noktalarina yakin bélgelerde asagi-tasma durumu
ortaya cikmakta, ¢ézindrlik artttkca bu durum
ekvatora dodgru genislemektedir. Genisletilmis c¢ift
incelikli  degisken tirli  kullanildiginda ise tim
enlemlerde, 3816. dereceye kadar sbz konusu
hesaplamalar yapilabilmektedir. Ayrica bu ydntemle,
fonksiyonlarin sayisal dogrulugunun anlamli élglide
artmasi saglanmisgtir.

Anahtar kelimeler: Legendre fonksiyonlari, Kiiresel
Harmonikler, Normallestirme, Yineleme bagintilari,
IEEE 754.

ABSTRACT

Earth gravity models are used to evaluate the
external gravitational field of the earth and its
functionals numerically. By increasing the expansion
degree of these models based on spherical harmonics,
recurrence relations, which are the basic tools in
calculation of the Legendre functions in series, can not
be used anymore. This problem is related with the
storing capacity of floating point numbers in computer
memories with respect to the Institute of Electrical and
Electronics Engineers (IEEE) 754 standards. In this
study, it is aimed to propose a solution to the problem
originated by associated Legendre functions. In this
context, Legendre functions related with harmonic
series in physical geodesy and its derivatives were
examined numerically. In the fully normalized
associated Legendre functions, an underflow problem
occurs at the points close to the poles for 360th
degree. As the resolution of the model increases, the
underflow expands through the Equator. In case of the
use of extended double precision variable type instead
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of double precision, the above calculations can be
executed up to 3816th degree. Additionally, a
significant increase in the numerical accuracy of the
functions was provided by the use of this method.

Key words: Legendre functions, Spherical harmonics,
Normalization, Recurrence relations, IEEE 754.

1. GIiRiS

Kuresel harmonik katsayilardan olusan global
jeopotansiyel modeller, veri toplama ve
degerlendirme tekniklerindeki gelismelere bagl
olarak surekli bir iyilesme gostermektedir (bkz.
ICGEM, 2010). Burada iyilesme, kiresel
harmonik serilerle temsil edilen global ¢ekim
alani  ¢dzUindrliginin  ve/veya dogrulugunun
artmasi anlamindadir. Daha acik bir ifadeyle,
iyilesme yerin kitle yodunluk dagilimi hakkinda
bilinenden daha ayrintili ve guvenilir bir bilgiye
sahip olmamizi saglar. Yukseklik anomalisi,
gravite anomalisi ve c¢ekul sapmasi gibi
blyuklikler, yerin kitle dagiiminin dolayisiyla,
global ¢ekim alaninin bir sonucu oldugundan, s6z
konusu modellere iliskin olumlu gelismelerden
jeodezi ve jeofizik gibi yer bilimleri yararlanir.

Genellikle  son geligtirilen modellerin,
Oncekilere gore daha yuksek c¢ozunurlige ve
dogruluga sahip olmasi beklenir. Gravite alani

belirlemede kullanilan yakin yer uydularinin
zaman icinde sayilarinin artmasi, CHAMP
(CHAllenging Mini-satellite Payload for

geophysical research and application), GRACE
(Gravity Recovery And Cimate Experiment),
GOCE (Gravity field and steady-state Ocean
Circulation Explorer) gibi uydu gorevieri ile
gravite alani bilesenlerinin dogrudan
Olcllebilmesi ve yersel gravite kaynaklarindaki
global zenginlesme model acinim derecelerinin
yuksek degerlere c¢ikmasini saglamistir. U.S.
National Geospatial-Intelligence (NGA)
tarafindan 2008 yilinda GRACE uydu, yersel
gravite ve uydu altimetre verileri ile hesaplanan
Earth Gravitational Model 2008 (EGMO08)
modelinin 5 dakikalk acgisal ¢dzinurlige
(konumsal ¢dzindrlik ~9 km) karsihk gelen en
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buyik acinim derecesi 2190°dir. Modelin global

seviyesindedir (Pavlis, vd., 2008).

anlamda jeoit dogrulugu kabaca +15 cm
—co  —1.7-10%8% —49.107% ¢ 49.10-32% 1.7-10%8 +o0
- 1 1 1 1 1
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Yukarrtasma Asa-tasma Yukar-tagma
Sekil 1. IEEE 754 standardina gore cift incelikli sayilarin deger araliklari.
Global jeopotansiyel modeller yardimiyla, donanim-yazilim kapasitelerindeki iyilesmelere
yukarida anilan jeodezik ve jeofizik blylkliklerin dayanan  ¢6zim  Onerisi bu calismada

konuma bagll olarak hesaplanabilmesi icin
(Npmax + 1) kadar katsayinin harmonik
fonksiyonlar (izerinden toplama katilabilmesi

gerekir (Jekeli, vd., 2007). Ancak butunlesik
Legendre fonksiyonlarinin  sayisal  olarak
degerlendiriimesindeki  gulglik, bu hesabin
yapilmasini zora sokar. Hesap noktasinin enlemi
de bunda pay sahibidir. Sorun, yliksek dereceler
icin Legendre fonksiyonlarinin hizla blylyen
(veya kicllen) degerler almasiyla ilgilidir. Model
derecesinin artmasi, Legendre fonksiyonlarinin
(Legendre polinomlart + buitinlesik Legendre
fonksiyonlari) sayisal ortamda degerlerini veren
yineleme bagintilarinin ¢alismamasina neden
olur. Gergekte sayilar (arti veya eksi) sonsuza
kadar gitse de, bilgisayarlarda bunun karsiligi
yoktur. Hesaplanmis herhangi bir deger, negatif
kayan noktali bir sayi igin alt sinir degerinden
baylk, pozitif kayan noktal bir sayi i¢in alt sinir
degerinden kuguk ise asagi-tasma (underflow)
problemi ortaya ¢ikar. Bu durumda sayi, sistem
tarafindan sifir olarak kabul edilir. Hesaplanmis
degerin, negatif kayan noktali bir sayi i¢in Ust
sinir degerinden kuguk, pozitif kayan noktal bir
sayl icin de Ust sinir degerinden buyuk olmasi
durumunda ise yukari-tagsma (overflow) problemi
meydana gelir ve sistem saylyl “sonsuz
(inf=infinity)” olarak duzenler. Cift incelikli sayilar
icin asagi ve yukari tasma durumlari Sekil 1’de
gOsterilmektedir.

Legendre fonksiyonunun herhangi bir degeri
icin asagi-tasma durumunda ilgili harmonik
katsayilar, belirli bir derecede sonlandirilan
serilerin toplamina katki saglayamaz. Diger bir
ifadeyle bu katsayilar, sifir ile carpildigindan
serinin toplamina bir etkisi olmaz. Yukari-tasma
durumunda ise Legendre fonksiyonunun degeri
“inf” hatasi verdiginden, toplam igin anlamli bir
deger elde edilemez.

Bu c¢alisma ile glincel jeopotansiyel modeller
icin, yuksek dereceli Legendre fonksiyonlarinin
kullanilabilirliginin  arastirimasi amagclanmistir.
Literattirde 6nerilen yaklagsimlara segenek olarak

sunulmaktadir.

2. KURESEL HARMONIKLER VE BIiRINCi TUR
LEGENDRE FONKSiIYONLARI

a. Yeryuvarinin Cekim Alaninin Kiiresel
Harmonikler lle Gosterimi

Cekim potansiyeli (V), yeryuvarini olugturan
sonsuz saylidaki nokta kitlenin bir noktaya
uyguladigi toplam g¢ekim etkisini ifade eder.
Cekilen nokta yerin diginda olmasi durumunda,
Laplace diferansiyel denklemini saglamasinin bir
sonucu olarak, V=V(x,y,z) harmonik bir davranig
sergiler. Boyle bir 6zellik s6z konusu alanda ilgili
fonksiyonun ya da fonksiyonellerinin, yine
harmonik fonksiyonlardan olusan yakinsak bir
seri  yardimiyla gOsteriimesini olanakli  kilar
(Heiskanen ve Moritz, 1967; Hofmann-Wellenhof
ve Moritz, 2005):
fro,2)=Y ——

n=0 r

P

nm

L {anm cosmi 1 (c0s6) (1)

mZ:;‘) b,m sSinmAa

Bu seri acinim igin n dereceyi (n € Z, n > 0),
msirayi (m eZ,0<m<n), a,, ve b,, de sabit
katsayilari (a,,,, b,, € R) ifade eder. Kiresel
koordinatlar r, &, A’ya bagh olarak f’nin kire
yuzeyinde ve disinda gdzlenebilen herhangi bir
fonksiyonu, a,,,, b,,katsayilarini belirlemek icin

kullanilir. P, (cos@) ise kutup uzakhigi (6&)ya
bagh birinci tir  b0tdnlesik Legendre
fonksiyonudur.

Yeryuvarinin  geometrisine uygun olarak

cekim potansiyeli, Laplace diferansiyel denklemi
ve onun ¢6zUmunu veren harmonik yakinsak seri
kiresel veya elipsoidal koordinatlar ile ifade
edilebilir. Kutuplarda basik bir doénel elipsoit
yeryuvarinin gercek sekline daha yakin olsa da,
saylsal uygulamaya elverisli olmasi nedeniyle
kiire tercih edilir (Ustiin, 2002). Buna gére gekim
potansiyeli, yeryuvarinin fiziksel buyuklukleri ile
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Olgeklendirilerek yeryuvarinin diginda, (1 _ xz)y”(x)— 2xy’(x)+ [n(n + 1)_
oM =R 2 )
~ m
V(r, 9,/1)=?Z[—] Z[C,,m cosmA + y(x)=0

(2)

r

n=0 m=0

S, sin m/l}f’,,m (cos @)

seklinde ifade edilir. Burada GM evrensel ¢ekim
sabiti ile yeryuvarinin kutlesi ¢arpimini, kisaca
yermerkezli c¢ekim sabitini, R yeryuvarinin
ekvatoral yarigapini, ng. acinimin maksimum

derecesini, C,,, ve S,, tam normallestiriimis

kiiresel harmonik katsayilari, P,,(cosd)ise tam

normallestirilmis birinci tlr butlnlesik Legendre
fonksiyonunu temsil eder.

Jeodezide, tam normallestiriimis birinci tar
bitinlesik Legendre fonksiyonlari,

P, (cos 0)= \/ k(2n + 1)%&,” (cos®)
(3)
Pl 1 vm=0
{2 vm=0

ile elde edilir (Torge, 2001).

Kuresel harmonik katsayilar kitle integralleridir
ve yeryuvarinin yogunluk dagiliminin izlerini tasir.
Uzun dalga boylu gravite alani parametrelerini
temsil eden dusuk dereceli harmonik katsayilar
uydu izleme verilerinden, orta ve kisa dalga boylu
gravite alani parametrelerini temsil eden ylksek
dereceli harmonik katsayilar ise karalarda gravite
Olcimlerine, denizlerde altimetre tekniklerine
dayanan gravite anomalilerinden elde edilir.
Esitlik (2)nin  belirli bir derecede (N.x)
sonlandirilmasinin nedeni modeli olusturmak icin
kullanilan verilerdeki gravite (ivme) sinyalinin
uzakhgin karesi ile ters orantili olarak azalmasi
ve yeryuzinde gerceklestirilen gézlemlerin sinirli
sayida kalmasidir.

b. Birinci Tiir Legendre Fonksiyonlari

Birinci tir Legendre fonksiyonlari, Legendre
diferansiyel denkleminin dogrusal bagimsiz iki
¢6zimdiinden ilkidir (Arfken ve Weber, 2001;
Avsar, 2009). Laplace diferansiyel denkleminin
degiskenlere ayirma yoéntemi ile ¢dziminden
elde edilen UG¢ adi diferansiyel denklemden biri
olan Legendre diferansiyel denklemi,

1- x?
Ozellikle kiresel simetri gosteren sinir deger
problemlerinin  ¢éziminde karsimiza cikar.
Burada y, x=cosfd olmak Uzere Xxin
foksiyonudur. Esitlik (4), m’nin sifirdan farkli
degerleri icin butlnlesik (associated) Legendre
diferansiyel denklemi olarak adlandiriir. m=0
olmasi durumunda ise (4) esitligi;

(1 - x? )y"(x)— 2xy'(x)+n(n+1)y(x)=0 (5)

esitligine doénusur
polinomlari denir.

ve ¢OzUmlerine Legendre

Legendre fonksiyonlari bir Uretici fonksiyon
veya hipergeometrik seriler yardimiyla
uretilebilirler (Abramowitz ve Stegun, 1972). Bu
fonksiyonlardan ilk birkagi,

Py =3(1- x?)
Py = X P =%(5x3 —3x)

3
Pi=v1-x2 P31=E(5X2_1 1- x? (6)

P20=%(3X2—‘|) P32=15x(‘|—x2)
P=3x\1-x2 Py =15{(1-x*}

esitlikleriyle verilebilir. Legendre fonksiyonlarinin
[-1, 1] arahiginda tam ve ortogonal bir kiime olma
Ozelligi sayesinde, kire ylzeyinde tanimli analitik
fonksiyonlarin  ylzey harmonikleri yardimiyla
seriye acinimi yapilabilir.

P00:1

3. TAM NORMALLESTIRILMIS LEGENDRE
FONKSIYONLARININ VE T[_]R_EVLEI_RiNiN
SAYISAL OLARAK DEGERLENDIRILMESI

Ortogonal fonksiyonlar igin gecerli Uretici
fonksiyonlar (veya bunlar disinda Rodrigues
formuli), Legendre fonksiyonlarinin ilk birkaci
disinda daha Ust dereceli esitliklerini elde etmeye
pek elverisli degildir. Ozellikle sayisal degerlerin
gerekli oldugu mihendislik uygulamalarinda
yuksek dereceli fonksiyonlara duyulan gereksinim
kaginilmazdir. Legendre gibi tam ortogonal
fonksiyonlar kimesinin iki veya daha fazla Uyesi
arasindaki iligkileri gdsteren yineleme bagintilari,
fonksiyonlarin alacagi degerleri hesaplamak igin
kullanilr.
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Yineleme  bagintilari,  Uretici  fonksiyon
kullanilarak ¢ok degisik bicimlerde olusturulabilir
(n=m+1Py 1 m =20+ 1)xPyy — (N +m)P,_y 1,

(Arfken ve Weber, 2001; Avsar, 2009). Bunlardan
bazilari,

1-x2 Pomit =2mxP,, —V1- x? [n(n + 1)— m(m - 1)]P,,,m_1

Pn+1,m+1 = (2[7 +IN1- X2an +Pn—1,m+1

(7)

(n=m+n—m+2)Py1my=(n+mkn+m-1DP,_1nq—(2n+1IN1-X2P,,

esitlikleri ile verilebilir. Yineleme bagintilari,
Legendre fonksiyonlarinin tdrevlerinin
hesaplanmasinda da esastir:

, 1 1
1_X2an :E'Dn,mﬂ _E(n+m)(n_m+1)’pn,m—1 (8)

Legendre polinomlari X =cosé’nin
fonksiyonu oldugundan, [-1, 1] araliginda degisen
kutup uzakhgina bagh olarak deger alirlar.
n=10,100,1000,10000. dereceden Legendre
polinomlarinin  0° <4 <90° arasindaki kutup
uzakhginda alacagi degerlerin buyukligu Sekil
2'de gorulmektedir. Gosterim kolaylhigi agisindan,
fonksiyonlarin mutlak degerlerinin logaritmasi
alinmig, sonucglar ekvatora gdre simetrik
olacagindan sadece kuzey yarim kire 9oz
oninde bulundurulmustur. Grafikten goruldigu
Uzere, @ =30° hari¢g bitlin kutup uzakliklarinda,

Legendre polinomlari mutlak degerce 107 'ten
daha kuglk deger almamakta, sayisal olarak

kararli bir davranis sergilemektedir. Belirtilen
acinim derecelerinde 6=30° (ve 150°) igin
polinomun alacagl degerler, Po, =2.4-107*,

Piooo =7.7-107° ve Pygp00 =2.4-107" 'dir.

Buatunlesik Legendre fonksiyonlarinin degisik
derecelerdeki davranisini incelemek igin m’nin
sifirdan farkli batin degerlerini incelemek yerine,
fonksiyon davranisinin en dizensiz oldugu n=m

durumunu  degerlendirmek yeterli olacaktir.
Batunlesik Legendre fonksiyonlari, Legendre
polinomlarindan farkli olarak 1’den biyik

sonuglar da verebilmekte ve fonksiyon derecesi
arttikca yukariya tasma egilimi gostermektedir
(Sekil 3). Ornegin n=m=180 igin P,,(x) yaklagik

olarak [23°,157°] kutup uzakhdi araliginda,
fonksiyon “inf" degerini vermistir. Bu durumda,
standart  yineleme  bagintilari  kullanilarak
P.,(x)’'in kutba vyakin bdlgelerdeki degerleri

hesaplanamayacagindan, bu degerleri esas alan
ayni derecedeki fakat farkli siradaki butlinlesik
Legendre fonksiyonlarinin degerleri de
belirlenemeyecektir.

lng | Fy{cos )|

— L I 1
o E [ o
Kubup nzkigr (8)
Sekil 2. Legendre polinomlari (m=0 igin)
350
Cift bnealii kagan noktal saqr icin ot sour (E4398)
300
250
= 209
2
n.? 158 P
ERL]
w -
5 _Fios
e
_m ] 1
(3 Eg 60° a0
Kuing nzakhja (8]

Sekil 3. Butunlesik Legendre fonksiyonlari (n=m
igin)

Sekil 3'den, ylksek dereceli butinlesik
Legendre fonksiyonlari igin bir normallestirme
islemi gerektigi aciktir. Bu, butlnlesik Legendre
fonksiyonlarinin sayisal degerlerinin, IEEE 754
standardinin izin verdigi (cift incelikli kayan
noktall sayi i¢in) sinir degerlerini asmasi, baska
bir ifadeyle yukari-tasma probleminin ortaya
¢ikmasinin sonucudur.

Jeodezide yaygin olarak kullanilan tam
normallestiriimis  Legendre fonksiyonlari ve
threvleri igin yineleme bagintilari, (3) esitligi goz
onlne alinarak yeniden duzenlenebilir:

an = aXl3n—1,m _bl3n—2,m (9a)
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P,, =cV1-x?P,

nAn, N=m, m>1

(9b)
F_)n’m = a(_ 1- X2 F_)n—tm + XF_)n’—1,m) - bF_)n’—Zm (1 Oa)

o = 25 _
Pan = C(XPn—1,n—1 +V1-x Pn—1,n—1) » n=m,

m>1 (10b)
Py :a(—xﬁ, —2V1=X?P) i +
nm n-1m n-1m (1 18)
X n"—‘Lm )_ an"—Z,m
Prn = C(— 1-x2 F_)n—1,n—1 + 2XF_’n'—1,n—1 +
(11b)

1- x? ”"‘“"J , h=m,m>1

Burada (9), (10) ve (11) esitliklerindeki katsayilar,

_ [n-1)2n+1)
b_\/gnﬂi((ﬁ:)qnmﬂ

(n—m)n+m)2n-3)

/2n+1
C=
2n

ile gosterilir (Holmes ve Featherstone, 2002).

(9), (10) ve (11) esitliklerindeki yineleme
bagintilarinin isleyisi, Sekil 4 ile agiklanabilir.
Sekildeki her daire n ve mnin  bir
kombinasyonudur ve yineleme bagintisinin bir
terimine karsilik gelir. Satirlar dereceleri gosterir
ve dereceler asagiya dogru artar. Sutunlar ise
siralari gosterir ve siralar saga dogru artar.
Sekilde késegen kisim, (9b), (10b) ve (11b)
esitliklerindeki yineleme bagintilarinin isleyisini

temsil eder. Buna gore I3,,n(x), F_’,,',,(x) ve

(12)

P! (x)in sayisal degerlerine karsilik gelen
kdsegen uzerindeki her eleman capraz olarak
kendinden Onceki daire yardimiyla hesaplanir.

Hesap islemi P,y =1 ve Py =+3(1-x?),

’30'0 =0 '51'1 :\/§x, 00 =0

P/ = —3(1- x?) baslangig degerleri ile baslar
(x =cos@). Bu degerler kdsegen elemanlarinin
hesaplanmasindan sonra ise (9a), (10a) ve (11a)
esitliklerinde kullanilir. Bu yineleme bagintilarinda
m sabit, n degiskendir (siranin degistigi yineleme
bagintilari tekillikleri nedeniyle kararsiz
oldugundan uygulamada pek tercih edilmez).
Kdsegen olmayan her deger yukaridan asagiya
dogru kendinden &nceki iki daire yardimiyla
hesaplanir, ancak tek daire var ise sadece bu

ve ve

dairenin degeri kullanilir, diger terim sifir alinir.

Bu yontem, ileri sUtun yontemi olarak bilinir
(Holmes ve Featherstone, 2002).

0 O\
1IN
117N
P11 N
§ P71
tmaz|O O O O O O
g 1 2 PR Ll
DA
Sekil 4. Tam normallestirimis  Legendre
fonksiyonlarinin hesabi igin ileri stitun yontemi
Normallestirme islemi, Legendre
fonksiyonlarinin  deger araliklarini  belirli  bir
dizene soksa da bu duzen, daha ylksek
derecelerde yine bozulma egilimine girer.

Bitunlesik Legendre fonksiyonlari ile onlarin tam
normallestiriimis degerlerinin kutup uzakligina
bagh davranis bigimleri birbirine terstir. Sekil
3’deki durumun aksine tam normallestirilmiglerin
degerlerinde kutuplara dogru asagi-tasma veya
baska bir deyisle sifira yaklasma sz konusudur.
Ornegin n=360 ve n=2190 igin sirasiyla yaklasik
olarak [8°,172°] ve [29°,151°] araliklari diginda
kalan (kutba yakin) bdlgelerde asagi-tasma
meydana  gelmistir  (Sekil 5). Legendre
fonksiyonlarinin birinci ve ikinci tirevleri de, Sekil
5’teki gibi fonksiyonun kendisiyle benzer bir
davranis sergiler. Aginim derecesi yukseldikge,

anlamh  sonu¢ elde edilebilir anlam aralig
daralmaktadir. Bu durum kire ylzeyinde
harmonik  fonksiyonun ve fonksiyonellerinin

eksiksiz (tam) temsilini olanaksiz kilar. Sonug
olarak bu bicimiyle normallestirme igleminin “tam”
oldugundan s6z edilemez.
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= Py
—50 |-
Fioa, 100
—100 -
= _/Pia'u.l-:u
&= —150
2 _
& —200 |- Fano,an0
p_f 720,720
.E —250 - /
=300 Taig0.2100
s b Cift Incelikdi kg nokials sy Sgin alt morr {E-324)
[ g 0 [ o
. Kutup umkdis () e
Sekil 5. Tam normallestiriimis  butinlesik

Legendre fonksiyonlarinin deger araliklari (gift
incelikli say1 formatina goére)

4. YUKSEK DERECELI  LEGENDRE
FONKSIYONLARININ ve  TUREVLERININ
HESAPLANMASI

Asagi-tasma probleminin etkisi sabit carpanlar
kullanarak azaltilabilir. Ornegin Koop ve Stelpstra
(1989), Wenzel (1998) bu  yaklasimi
benimsemigler; Wenzel tarafindan kullanilan

102% carpani Nmax =720 ve ng,, =2160 igin

sirasiyla [21.7°, 158.3° ] ve [45.97,134.1°] kutup
uzakhgl araliginda hesaplanabilen Legendre

fonksiyonlari [11.3°,168.7°] ve [35.5°,144.5°]
araliklarinda degerlendirilebilir duruma gelmistir.
Goruldiga gibi sabit garpanlar da problemin
¢6zumu i¢in sinirh bir iyilesme saglamaktadir.

Problemin ¢6zimine yodnelik daha yaygin
tercih edilen yontem, Clenshaw toplamidir.
Clenshaw toplaminin jeodezideki uygulamalari ile
ilgili ayrintili bilgi Tscherning ve Poder (1982),
Gleason (1985), Holmes ve Featherstone
(2002)de bulunabilir. Holmes ve Featherstone
(2002), asagi-tasma sorununun asil kaynagi

olarak gorilen sin™ @ blyuklaglndin, yineleme

bagdintilarindan ve baslangic degerlerinden
elimine edilmesine dayanan bir ¢6zUm
gelistirmislerdir. Bu ydntem ile [0°,180°]

arah@indaki butin kutup uzakliklar igin 2700.
dereceye kadar basari saglanmistir.

Jekeli vd. (2007) ise herhangi bir derece ve
kutup uzakhginda, bltinlesik  Legendre
fonksiyonlarinin davraniglarini temel alan farkli
bir yaklasim gelistirmiglerdir. Legendre
fonksiyonlarinin olagan salinim hareketi belirli bir
siradan sonra aniden azalir ve hizla sifira
yaklasir. Jekeli vd. (2007)lerine gére bu sira ile
fonksiyonun derecesi arasinda basit bir dogrusal
iliski vardir (m = nsin@). Hesaplamalar sirasinda

m>nsinf+ u esitsizligi saglanirsa yineleme
bagintisi kesilir ve kalan butiinlesik Legendre
fonksiyonlarinin degeri sifir alinir. Burada g,

yeterince  kiigk degerler alan Legendre
fonksiyonlarinin dogruluk gereksinimlerini
karsilamak icin belirlenen uygun pozitif bir
tamsayidir.  Bdylece  buitlnlesik  Legendre
fonksiyonlarinin sayisal olarak édnemsiz (oldukga
klgUk) degerleri géz ardi edilir. Bu yaklasimda,
Jekeli vd. (2007) yaygin kullanilan yineleme
bagintilarindan farkhi olarak kararsiz oldugu
bilinen esitlikleri kullanmiglardir. Gelistirilen bu
yontem ile batin enlemler icin aginim derecesi
10800’e (acgisal ¢ozunurlik 1 dakika) kadar
yukseltilebilmistir.  Yontem ayrica  harmonik
serilerin degerlendiriimesinde bir hesap tasarrufu
saglamaktadir.

Asagi-tasma problemi icin baska bir yontem,
kayan noktali sayilarin bilgisayarda farkl bir
sekilde saklanmasini saglayan genisletiimis-
aralik aritmetigidir (extended-range arithmetic).
Smith vd. (1981) tarafindan geligtirilen bu
ydontemde, her kayan noktali sayinin dstl igin
bellekte ayri bir yer ayrilir. Genigletiimis-aralik
aritmetiginde IEEE 754 standardina goére temsil
edilebilecek en kuguk sayinin mutlak degeri

1010343312045 4jr - Bgylece biitiin enlemler igin
yuksek derecelerde bile aginim yapilabilmektedir.
Wittwer vd. (2008) bidtinlesik Legendre
fonksiyonlarinin ~ degerlerinin ~ bulunmasinda
genisletiimis-aralik aritmetigini kullanarak, kuresel
harmonik serilerin analizi i¢cin bir yazilim
gelistirmislerdir. Yazihmin ¢alisma suresi, kuresel
harmonik serilerin analizine iliskin  6nceki
yazilimlara gére ¢ok daha uzundur. Buna karsin
yuksek kararhlik, ydéntemin en énemli avantajidir.

IEEE 754 standardina goére, kayan noktal
sayilarin inceligi, genisletiimis ¢ift incelikli sayi
formati  kullanilarak ~arttirilabilir.  Ornegin  C
programlama dilinde “long double” degisken tipi
ile tanimlanmig her kayan noktali sayi igin
bellekte 128 bit yer ayrilir. Sayinin inceligi 34

basamaktir ve mutlak sinir degerleri 107%%? ve
104932 dir (Bingdl, vd., 2009).

Genisletiimis ¢ift incelikli saylr formatinin
hesaplamalar (zerindeki etkisini incelemek igin
64 bit Linux isletim sisteminde calisan ve g++
derleyicisi ile derlenebilen bir C kodu
hazirlanmistir. Algoritma, ileri situn yontemini
kullanan vyineleme esitliklerine dayalidir; daha
once tam normallestiriimis Legendre
fonksiyonlarinin ¢ift incelikli degerlerini veren
kodun genigletilmis gift incelikli say1 formati igin
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glncellenmis  bigimidir. Kaynak C koduna
http://193.255.245.202/~betul/Intumpnm.tgz
adresinden Ucretsiz olarak erisilebilir.
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Sekil 6. Tam normallestiriimis  butinlesik
Legendre fonksiyonlarinin  deger araliklari

(genigletilmigs cift incelikli say1 formatina gore)

Genigletilmis ¢ift incelikli sayr formati ile
yeniden duzenlenen program, n=2190 icgin

hesaplanan en kiiclik degerin yaklasik 107384
seviyelerinde olmasina izin vermistir. Bu sonug,
batun kutup uzakliklarindaki hesaplanabilir en
kiguk degerdir (Sekil 6). Buna gére mevcut
normallestirme isleminde bir  degisiklige
gidilmeksizin genisletilmis ift incelikli say1 formati
ile EGM08 modelinin 2190°a kadar tim derece ve
kutup uzakliklarinda rahatlikla  kullanilabilir
oldugu anlagiimaktadir.

Her seye ragmen, genisletiimis cift incelikli
sayl formati kullanilarak da acginimin derecesi
sinirli bir saylya kadar yukseltilebilir. Belli bir
dereceden sonra asagi-tasma probleminin
gergeklesmesi kaginilmazdir. Ornegin bu yéntem
ile kutuplara oldukga yakin bir bolge (8 =1°) igin
en c¢ok 3816. dereceye kadar hesap
yapilabilmektedir. Genisletiimis cift incelikli sayi
formati ile Legendre fonksiyonlarinin
hesaplanmasinda saglanan basari, bu
fonksiyonlarin birinci ve ikinci tdrevlerini de
kapsamaktadir. Belirtilen hesaplanabilirlik
sinirlari, tirevler igin de neredeyse aynidir.

Tam normallestiriimis Legendre
fonksiyonlarinin sayisal dogrulugu,
n . 2
3 [Pon(x)] =2n+1 (13)

m=0

esitligi ile kontrol edilebilir (Wenzel, 1998). Cift
incelikli ve genigsletilmis cift incelikli say1 formatlari
kullanilarak, n=m=1800 ve n=m=2190 ig¢in (13)

esitliginden, butunlesik Legendre fonksiyonlarinin
karesel toplamlarinin hatasi (mutlak), batin kutup
uzakliklarinda belirlenmistir (Sekil 7). Cift incelikli
sayl formatinda mutlak hata degerleri gerek
1800. gerekse 2190. dereceler icin anlamli
olclide daha ylksektir. Ayni aginim derecelerinde
genigletilmis  ¢ift incelikli say1 ile 10718
seviyelerinde dogruluk saglanirken, cift incelikli
sayl formatinda durum farklhidir. n=m=1800 igin
bitiin kutup uzakliklarinda ¢ift incelikli sayi
formatinin dogrulugu 10~ ile 107'° arasinda
degisirken (kutuplara dogru daha dusik),
n=m=2190'da yaklasik 10° —35° kutup uzakligi
kusaginda fonksiyonun degerlerinde ¢ok buyuik
hatalarla karsilagiimaktadir. Ozelikle 30°’de
hatanin buyiiklugii 10°"’e dayanmaktadir. Bu

sayl formatinda sadece belirli bdlgelerde 107’
seviyelerinde bir mutlak hata ile hesaplama
yapilabilecegi gorulmektedir.

pli
i
3 WVWVWW
E; 5 Cenigletiimis cift incalildl
W g ar w w0
Kutup uzaldifz (8)
(a) n=m=1800
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(b) n=m=2190

Sekil 7. Legendre fonksiyonlarinin sayisal
dogruluklari

Sayisal incelikler sayesinde glinimize kadar
geligtirilen  global jeopotansiyel modellerde
(Npax =360), normallestirilmis batinlesik
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Legendre fonksiyonlarinin dogrulugundan
kaynakli anlamli  sayilabilecek bir sorunla
karsilasiimamigtir. Ancak, EGM2008'de oldugu
gibi (N =2190) sb6z konusu fonksiyonlar

sayisal olarak dogru hesaplanabilir sinirdan hizla
uzaklagmaktadir.  Jeopotansiyel sayi, jeoit
yuksekligi, gravite anomalisi gibi jeodezik
blyUkliklerin  hesaplanmasinda, fonksiyonun
yuzey harmoniklerini olusturan kismi kuguk
degerler alir. Hatali sayilarin etkisi, bunlarla
carpilan degerlerin (katsayilar ve sabit terimlerin)
sayisal buyuklUklerine gore artar ya da azalir.
Sekil 7a’da gordldigld  gibi  1800. aginim
derecesinde butunlesik Legendre
fonksiyonlarinin dogruluklari arasinda yaklasik
1000-10000 kat fark vardir, ancak bunun jeodezik
blyUkliklerin  hesabinda gorinir bir etkisinin
oldugunu séylemek zordur. Ote yandan 2190.
acinim derecesinde (Sekil 7b) ise oOzellikle 60
derece enlemindeki buyulklikler tamamen yanlis
sonuglar olarak elde edilir. Gelecekte daha
yuksek dereceli modellerin de gelistirilebilecegi
dikkate alindidinda, hatali sonuglarin etki alaninin
diger enlemlere de genislemesi kaginiimazdir.

5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, EGMO08 global jeopotansiyel
modeli baz alinarak, Legendre polinomlari ve
butunlesik Legendre fonksiyonlari sayisal olarak
degerlendirilmigtir. ~ Ayrica, genigletiimis  cift
incelikli say! turinin hesap sonuglari Uzerindeki
etkisi incelenmigtir. Bu ve benzeri modellerden,
yeryuvarinin - ¢ekim alanina iligkin  guvenilir
sonuglar Uretiimesinde Legendre fonksiyonlari
belirleyici bir rol oynar. Bu ylzden fonksiyon
degerlerinin dogru hesaplanmasinin
uygulamadaki 6nemi buyuktar.

Cekim potansiyelinin kiresel harmonik seriler
ile gésteriminde kugsak harmoniklerinden sorumlu
Legendre polinomlari (m=0), n=10000 gibi ¢ok
yuksek derecelerde bile belirli bir sayisal
kararliliga sahiptir. Ote yandan, hiicre (g6ze) ve
dilim  harmoniklerinden  sorumlu  buatinlesik
Legendre fonksiyonlari (m=0) igin ayni seyi
sOylemek zordur. Bu fonksiyonlarin tam
normallestiriimis degerleri, uzunca bir zamandir
pratik ¢ézim olarak kullanila gelse de, verilen
esitlikler tam bir normallestirmeyi garanti etmez.
360. dereceyi asan ginimiz modellerinde
sayisal kararsizlik kendini yeniden gostermeye
baslar. Model derecesinin artmasinin yani sira
kutuplara dogru gidildikge, fonksiyon degerlerinin
hesabi icin kullanilan yineleme bagintilari islemez
duruma gelir.  Cift incelikli sayilar, bu

fonksiyonlarin degerlerini temsil etmede yetersiz
kalir ve giderek kigullen sayilar nedeniyle asagi-
tasma sorunu ortaya c¢ikar. Fonksiyon degerleri
kimesinde en kuguk sayilari, dilim harmoniklerini
(n=m) temsil eden kesimler alir ve yineleme
bagintilarinin  kullaniigi geredi  bunlardan
hesaplanan satir (veya sutun) degerleri olasi
hatalardan  artarak  etkilenir.  Bu  durum
jeopotansiyel modellerden belirli bdlgeler igin
hatali sonuglar elde edilmesine neden olur.

Yiksek dereceli Legendre fonksiyonlari igin
literatirde degisik ¢6zUm vyollari aransa da,
sorunun temeli bilgisayarlarin sinirli yazilim ve
donanim kaynaklariyla ilgilidir. Ote yandan
¢6zum igin gelistirilen algoritma ve matematiksel
yaklagimlar, hesap sonuglarini Gretmede ya daha
fazla zaman gerektirmekte ya da kullanilan
esitlikleri daha karmagik goérinime sokmaktadir.
Bu calismada, tam normallestiriimis Legendre
fonksiyonlarinin hesabinda kayan noktali sayilar
icin daha fazla incelik saglayan ve gunumiz
bilgisayarlarinda standart duruma gelen 64 bit
isletim sistemi olanaklarindan yararlaniimigtir.

EGM08 modeli &ncesine degdin, global
jeopotansiyel modeli degerlendirmek Uzere
hazirlanmis yazilimlar ¢ift incelikli sayi formatinda
degisken turl ile dizenlenmistir. Bu ¢alismada
boyle bir C kaynak kodundaki kayan noktal
degisken turleri, genisletiimis cift incelikli sayi
formatina donustirdlmus ve Legendre
fonksiyonlarini hesaplamak icin kullaniimistir. Bu
degisiklik, kayan noktal sayilar igin asagi-tasma
sinirflarinin  E-308’den E-4932’ye genislemesini
saglamistir. Elde edilen sonuglar EGM08 model
¢o6zunurligunde cift incelikli degdisken turlyle bazi

enlem araliklarinda karsilagilan  sorunlarin,
genigletiimis  ¢ift incelikli degisken tlrdnin
kullaniimasi durumunda tamamen ortadan

kalktigini gostermektedir. Bu sayi formatiyla en
biyuk aginim derecesi, 3816 olan bir model igin
batin enlemlerde hesap yapilabilmektedir.

Dikkat c¢eken bir diger nokta, hesap
dogrulugunda genisletiimis cift incelikli degisken
trd ile  Onemli bir iyillesme saglanmistir.

Dogruluk, cift incelikli sayilar icin 107 =108
mertebesinde iken, genigletiimis cift inceliklide
bunun iki katidir. Ustelik n=m=2190. derecede,
genisletiimis ¢ift incelik igin bu dogruluk bitin
enlemlerde kesintisiz saglanmistir. Buna karsin,
ayni ¢ozunurlikte cift incelikli sayr formati ile
0=30""de mutlak hatanin 10°"’lere ciktigi
gOzlenmistir.
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Literatirdeki yaklagimlara Ustinlik olarak
saglanan bir bagka 6nemli gelisme ise yontemin
tam normallestiriimis Legendre fonkiyonlari igin
kullanilan  mevcut yineleme bagintilarinda
degisiklik gerektirmemesi ve bunun sonucunda
hesap surelerinin cift incelikli say1 formati ile ayni
kalmasidir.
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