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OZET

Gilinlimiizde klasik miihendislik egitiminin yani1 sira giincel teknolojiyi kullanma ve
bilgisayar ortaminda sayisal verileri kullanarak konuma iligskin geometrik problemleri ¢6zme
yeteneginin kazandirilmasi 6nem kazanmaktadir. Gen¢ miihendislerin ileride karsilasacaklari
problemlerin ¢oziimiine daha hazirlikli olmalar1 ve dinamik bir yap1 igerisinde farkl
disiplinlerle olan Ortii alanlarini genisletmeleri kacinilmaz bir zorunluluktur. Cografi Bilgi
Sistemleri (CBS), Bilgisayarli Grafik, CAD/CAM (Bilgisayar Destekli Tasarim ve Cizim ve
Mekansal Modelleme) miihendislerimizin i¢inde yer almalar1 kaginilmaz uygulama
alanlaridir. Bu alanlarda yaygin olarak kullanilan “Hesaplamali Geometri” disiplininin
miihendislerimiz tarafindan taninmasi ileride karsilasacaklari geometrik problemlerin
¢Oziimiine yardimci olacaktir. Bu makalede, Hesaplamali Geometri ve igerdigi problemler
hakkinda genel bilgiler verilecek ve bir hesaplamali geometri problemi olan nokta icerme
(point-in-polygon) problemi i¢in yaygin olarak kullanilan iki ¢6zliim yontemi sunulacaktir.

ABSTRACT

Nowadays, it is getting importance with a classical engineering education to gain ability of
using current (updated) technology and of solving spatial geometrical problems in a computer
environment using digital data. They are the necessities for young engineers to be more ready
for solving the problems being faced in the future and to improve the overlap area with the
other disciplines in a dynamic pattern. Geographic Information Systems (GIS), Computer
Graphics, CAD/CAM (Computer Aided Design and Drawing and Spatial Modeling) are the
application areas, where our engineers must work in. Learning the “Computational Geometry”
discipline, which is commonly used in these areas, by our engineers, will help them for
solving the geometrical problems being faced. In this paper, general information about the
computational geometry and including problems are given and two solution methods that are
commonly used for a computational geometry problem, point-in-polygon, are presented.

1. GIRIS

Bilgi iiretim ve iletisimin 6neminin her gecen giin daha ¢ok arttig1 giinlimiizde teknolojik
gelismelere paralel olarak {iniversiteler ve gesitli meslek gruplart kendilerini yenileme ve
yeniden yapilanma ihtiyaci duymaktadir. Bu yapilanma igerisinde klasik miihendislik
egitiminin yani sira, giincel teknolojiyi kullanma becerisi ve bilgisayar ortaminda sayisal
verileri kullanarak geometrik problemlerin ¢éziimiine iliskin bilgi 6nem kazanmaktadir.
Ulkemizdeki kamu ve ozel sektoriin pratikte karsilastiklari mesleki problemleri ¢ézme
gereksinimleri, yetismis miihendislerin kisisel yonlenmelerine ve bilgi birikimlerine bagl
olarak karsilanabilmektedir. Ulkemizdeki meslek igi egitimin yetersizligi nedeniyle bu yiikiin
biiyiikk kismin1 yeni yetisen miihendislerin tasiyacagi bir gergektir. Yetisen genglerin ileride
karsilagacaklar1 problemlerin ¢6zlimiine daha hazirlikli olmalar1 ve dinamik bir yapi igerisinde

50



farkl disiplinlerle olan Ortii alanlarin1 genisletmeleri bir zorunluluktur. Miihendislerimiz igin,
Cografi Bilgi Sistemleri, Bilgisayarli Grafik, Bilgisayar Destekli Tasarim ve Cizim ile
Mekansal Modelleme, i¢inde yer almalar1 kagimilmaz uygulama alanlaridir. Bu alanlarda
yaygin olarak kullanilan “Hesaplamali Geometri”nin miithendislerimiz tarafindan taninmasi ve
ilgi alan1 olarak goriilmesi karsilasacaklari geometrik problemlerin ¢ézliimiine biiyiik katki
saglayacaktir. Bu makalede, bu ihtiya¢ dogrultusunda Hesaplamali Geometri hakkinda genel
bir fikir vermek ve konuyla ilgili bir perspektif ¢izmek amaclanmistir.

2. HESAPLAMALI GEOMETRI

Hesaplamali geometrinin temeli analitik geometriye dayanmaktadir. 1970°1i yillarda
hesaplamali geometrinin icerdigi bir ¢cok problemle ilgilenilmis fakat konu ayr1 bir disiplin
olarak ele alinmamistir. “Hesaplamali Geometri” kavraminin bir disiplin olarak diisiiniilmeye
baslanmas1 1980’11 yillarda olmustur /11/. Bilgisayar olanaklarinin artmasina paralel olarak
bilgisayar programcilarinin konuya ihtiyact ve ilgisi artmistir /15,19/. Bilimsel bildiri ve
makaleler diizeyinde ele alinmis konular kitap igerikleri olmaya baslamistir. Cografi Bilgi
Sistemleri, Bilgisayarli Grafik, Bilgisayar Destekli Tasarim ve Cizim ile Mekansal
Modelleme konularinin farkli disiplinler tarafindan kullanilmaya baslamasiyla hesaplamali
geometrinin  6nemi artmistir. Konu ile ilgili son yillarda “Computational Geometry
(Hesaplamali Geometri)” adinda yabanci dilde kitaplar yazilmis ve yine bu isimle anilan
uluslararasi bilimsel dergiler ¢ikartilmistir /1,2,13,14,20/. Bu konuda dilimizde yapilan yayin
sayist ¢cok smirli diizeyde kalmis ve/veya genis kitlelere ulasamamastir.

Hesaplamali geometri kavraminin ne oldugu ve hangi disiplinler i¢in gerekli oldugu
hakkinda 6n bilgi edinilmesi i¢in su li¢ 6rnek verilebilir /1/.

Universite kampiisiinde yiiriirken aniden bir telefon gériismesi yapmaniz gerektigini fark
ediyorsunuz. Kampiisde bircok telefon kuliibesi var ve tabi ki siz en yakin olanina ulagsmak
istiyorsunuz. Fakat, hangisi en yakin? Kampiisiin neresinde oldugunuza ve en yakin telefon
kuliibesine bakabileceginiz bir haritanizin olmasi ne kadar yararli olurdu. Bdyle bir harita,
kampiisiin her biri en yakin telefon kuliibesini gdsteren alt bolgelere ayrilmig bir seklini
i¢erirdi. Telefon konusu son derece 6nemli bir konu olmamasina karsin bu alt béliimlendirme
bir ¢ok uygulamada 6nemli rol oynayan geometrik bir yapinin esaslarini tanimlamaktadir.
Kampiisiin bu alt boliimlendirilmesi “Voronoi diyagrami” olarak adlandirilmaktadir (Bkz.
Sekil-1). Voronoi diyagrami gibi geometrik yapilarin hesaplanmasi geometrik algoritmalar
gerektirmektedir. Bu tiir algoritmalar hesaplamali geometrinin bir konusudur /7,17/.

Sekil-1: Voronoi Diyagrami
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Ikinci bir 6rnek: Telefona ulastiginizi varsayalim. Elinizdeki kampiis haritasiyla en yakin
telefona ulasirken muhtemelen zorluklarla karsilastiniz. Karsiniza duvarlar veya diger objeler
cikti. Aynm performansi gosterip telefona ulagsacak bir robotun programlanmasi ¢ok daha zor
olacaktir. Bu durumda problemin 6zii yine geometrik olacaktir. Verilen bir geometrik engeller
gurubu var ve siz engellere takilmadan iki nokta arasindaki en kisa baglantry1 aramaktasiniz.
“Hareket planlamasi” (motion planning) olarak adlandirilan ve Sekil-2’de gdsterilen bu
problemin ¢éziimii robotikde ¢ok dnemli bir yer tutmaktadir /1/.

N\

Sekil-2: Hareket Planlamasi

Ugiincii bir rnek: Bir degil iki haritaniz oldugunu varsayalim. Birinde cesitli binalar ve
icerdigi telefon kuliibeleri digerinde ise yollar ve kampiis tanimlanmig. Telefona olan
hareketimizi planlarken bu haritalar1 {ist {iste bindirmemiz yani iki haritadaki bilgileri
birlestirmemiz gerekecektir. Haritalarin ortiistiiriilmesi (overlay) Cografi Bilgi Sistemleri’nin
temel islemlerinden biridir /20/. Bu islem bir haritadaki objelerin konumlarinin diger harita
tizerinde konumlandirilmasini, ¢esitli 6zelliklerin kesisimlerinin hesabini ve buna benzer bir
cok hesab1 gerektirecektir. Bu problemler de hesaplamali geometrinin bir alt konusudur.

Yukaridaki 6rneklerden de anlagilacagi gibi Cografi Bilgi Sistemleri, Bilgisayarli Grafik,
Robotik, Bilgisayar Destekli Tasarim ve Bilgisayar Destekli Modelleme, hesaplamali
geometrinin en yaygin olarak kullanildig: alanlardir /1,20/. Robotik goz ardi edilirse diger tim
disiplinler, meslektaslarimizin simdi ve gelecekteki vazgecilmez uygulama alanlari arasinda
olacaktir.

3. HESAPLAMALI GEOMETRI PROBLEMLERI

Hesaplamali Geometrinin igerdigi problemler siralandiginda uygulama alanlari daha iyi
anlasgilacaktir. Digbiikey ¢erceve, kesisim, nokta igerme, komsuluk, tiggenleme, sorgulama ve
arama problemleri hesaplamali geometride en yaygin olarak kullanilan problemlerdir. S6z
konusu problemler farkli basliklar altinda siniflandirilabilir. Problemler bu ¢alismada, 5 grup
altinda toplanmis ve asagidaki bigimde siralanmastir:
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1. Disbiikey cergeve, disbiikey kabuk problemleri:

e Verilen n noktali bir S kiimesinin d boyutlu uzayda digbiikey kabugunun (iki boyutta
disbiikey cergeve) bulunmasi. Disgbiikey kabuk (convex hull) bir nokta kiimesini i¢ine
alan en kii¢iik digbiikey kiimedir. Bir veri kiimesindeki biitiin olas1 (P ve Q) nokta
ciftini birlestirdiginizde PQdogru pargasi tamamen nokta kiimesi i¢inde kaliyorsa o

kiimeye disbiikey (convex) kiime, aksi durumda digbiikey olmayan (non-convex) kiime
denir (Bkz. Sekil-3):/3,10,17/.

Q
. o
P
Digbiikey Disbiikey degil

Sekil-3: Disbiikey ve Digbiikey Olmayan Kiime

e Verilen ayrik iki disbiikey ¢okgen (polygon) P ve O’ nun ortak disbiikey ¢ercevesinin
bulunmasi (Bkz. Sekil-4),

Sekil-4: Digbiikey Cergeve

e Verilen n noktali digbiikey bir cokgenin (P) bir u noktasindan gegen destekleyici
(supporting) dogrularinin bulunmasi (Bkz. Sekil-5),
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Sekil-5: Cokgenin Destekleyici Dogrulari

Diizlemde verilen n noktali basit (disbiikey ve yildiz sekilli olmayan) bir ¢okgenin
disbiikey cercevesinin bulunmasi (Bkz. Sekil-6).

Eh /N

Sekil-6: Basit, Disbiikey ve Yildiz Sekilli Cokgen

. Kesisim problemleri:

Verilen iki digbiikey ¢okgen P ve O’ nun kesisiminin bulunmasi,
Verilen iki y1ldiz sekilli cokgen P ve O nun kesisiminin bulunmasi,

Diizlemde verilen n dogru pargasindan herhangi ikisinin kesisip kesismediginin
belirlenmesi /5/,

Verilen iki basit cokgenin kesisip kesismediginin belirlenmesi,

Verilen bir dogru pargalar kiimesinde kesisen tiim ¢iftlerin bulunmasi,
Diizlemde verilen n yar1 diizlemin ortak kesisimlerinin bulunmasi (Bkz. Sekil-7),
Verilen iki digbiikey ¢okyiizlii (polihedron) P ve O’ nun kesisiminin bulunmast,
Kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel dikdortgenlerin kesisimlerinin bulunmasi,

Diizlemde verilen bir dogru pargasi kiimesi icerisinden belirli bir dikdortgeni
kesmeyenlerin bulunmasi,

Uzayda verilen bir obje kiimesi ile sorgulanan bir objenin kesigiminin sorgulanmasi.
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Sekil-7: Yar diizlem kesisimi

3. Icerme problemleri:

Kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel dikdortgenlerden birbirlerini igerenlerin
bulunmasi,

Verilen iki ¢cokgenden Q’nun P’ yi i¢cene alip alamayacaginin belirlenmesi,

Diizlemde verilen bir ¢okgen kiimesi ve bunlarin disinda bir ¢ noktas1 diisiiniirsek ¢
noktasindan goriilebilen ¢okgen kenarlarmin belirlenmesi,

Diizlemde verilen bir nokta kiimesi igerisinden belirli bir dikdortgen iginde yer alan
noktalarin bulunmasi,

Diizlemde verilen bir nokta kiimesi igerisinden belirli bir ¢okgen icinde yer alan
noktalarin bulunmasi,

Diizlemde verilen bir nokta kiimesi igerisinden yaricapt ve merkezi belirli bir daire
i¢inde yer alan noktalarin bulunmasi,

Diizlemde verilen bir alt boliimlendirme i¢inde sorgulanan noktay1 igeren alt boliimiin
bulunmasi,

Bir noktanin bir ¢okgen i¢inde olup olmadiginin bulunmasi,

Verilen iki nokta kiimesi arasindan gecerek, kiimeyi iki parcaya ayiracak bir dogru
parc¢asinin olup olmadiginin belirlenmesi,

Diizlemde verilen bir nokta kiimesini iceren en kii¢iik dairenin belirlenmesi (Bkz.
Sekil-8),

Sekil-8: En kiicilik ¢cevreleyen daire

55



Diizlemde verilen bir nokta kiimesini igeren en kiigiik dikdortgenin belirlenmesi,
Diizlemde verilen bir nokta kiimesini igeren en kii¢iik iicgenin belirlenmesi,

Diizlemde verilen bir nokta kiimesi i¢inde olusabilecek en biiyiik bos dairenin
belirlenmesi (Bkz. Sekil-9),

L
®

Sekil-9: En biiyiik bos daire

Diizlemde verilen bir nokta kiimesi i¢inde olusabilecek en biiyiikk bos dikdortgenin
belirlenmesi,

4. Arama ve komsuluk problemleri:

Diizlemde verilen bir nokta kiimesi icerisinde birbirine en yakin iki noktanin
bulunmasi,

Diizlemde verilen bir nokta kiimesi i¢erisinde birbirine en uzak iki noktanin bulunmasi,
Diizlemde verilen bir nokta kiimesi igerisinde bir noktaya en yakin noktanin bulunmasi,
Diizlemde verilen bir nokta kiimesi icerisinde bir noktaya en uzak noktanin bulunmasi,
Diizlemde verilen digbiikey bir ¢er¢cevenin en yakin iki noktasinin bulunmasi,
Diizlemde verilen digbiikey bir ¢er¢evenin en uzak iki noktasinin bulunmasi,

Diizlemde verilen bir nokta kiimesinin Voronoi diyagraminin olusturulmasi /7/.

Diizlemde verilen iki nokta kiimesi igerisinden birbirlerine en yakin nokta ¢iftinin
bulunmasi.

Diizlemde verilen iki nokta kiimesi icerisinden birbirlerine en uzak nokta ¢iftinin
bulunmasi.

Diizlemde verilen geometrik objeleri kesmeden iki nokta arasindaki en kisa yolun
bulunmasi.

. Alt boliimlendirme ve tiggenleme problemleri:

Diizlemde verilen bir nokta kiimesinin tiggenlenmesi (Bkz. Sekil-10) /6,12,18/,
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Disbiikey cergeve siniri

Sekil-10: Nokta Kiimesinin Uggenlenmesi

e Verilen basit bir cokgenin iiggenlenmesi yani liggenlere boliinmesi /12,18/.
e Verilen yildiz sekilli bir cokgenin iicgenlenmesi yani iiggenlere boliinmesi.
e Verilen basit bir ¢okgenin yildiz sekilli cokgenlere boliinmesi.

e Verilen basit bir ¢okgenin digbiikey cokgenlere boliinmesi.

Burada dile getirilmemis fakat uygulayicilar tarafindan karsilasilmis farkli problemlerde
s0z konusu olabilir. Hesaplamali Geometri yukarida sayilan benzeri problemler i¢in iiretilen
algoritmalar1 ve bu algoritmalarin etkinligini konu edinen bir disiplindir. Algoritmalar i¢in
kesinlik, yani olast tiim 6zel durumlari dikkate alabilmesi ve ¢oziimili gerceklestirme
stirelerinin veri sayisina olan bagimliliginin daha az olmasi, onlarin etkinligini arttiran 6nemli
ozelliklerdir.

4. BIR HESAPLAMALI GEOMETRI PROBLEMi VE COZUM ALGORITMALARI

Sik karsilasilan bir Hesaplamali Geometri problemi, diizlemde koordinati bilinen bir Q
noktasinin kose koordinatlar1 bilinen »n noktali digbiikkey bir P ¢okgeni igine diisiip
diismediginin sorgulanmasidir. Ornegin, bir iicgenler ag1 iizerinde ¢alisirken ele alinan yeni
bir noktanin hangi iiggen igine diistiigiiniin bulunmasi bu problem igin iyi bir érnektir. Uggen
bazli bir Sayisal Arazi Modeli (SAM) iizerinde lineer enterpolasyonla yiikseklik
enterpolasyonu yapilirken bu problem ile karsilasilir. Problemin ¢6ziimii icin literatiirde
onerilmis bir ¢ok algoritma vardir /4,8,9,16,21,23/. Bunlardan en yaygin olarak kullanilan
ikisi, “Cift-Tek (Even-Odd) Yontemi” ve “Eksi-Art1 (Minus-Plus) Yontemi” dir.

a. Cift-Tek Yontemi

Yontemde, bir ucu sorgulanan Q noktasi diger ucu ¢okgen disinda oldugu kesin olarak
bilinen E noktasi olan QF dogru parcasi ile cokgenin kesisim noktalar1 sayilir. Bu sayi ¢ift ise

O noktas1 P ¢okgeninin disindadir. Hi¢ kesisim olmamasi da ¢ift say1 anlamina geleceginden,
nokta yine disaridadir. Kesisim sayis1 tek ise, nokta cokgen i¢indedir. £ noktast koordinat
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sisteminin orijini segilirse veya Q_E dogru parcas1 x yada y eksenine paralel olarak segcilirse,
kesisimlerin sorgulanmasi daha kolay olacaktir.

Sorgulanan Q noktasinin koordinatlar1 (x ), P cokgeninin ardigik iki noktasinin

q°Yq
koordinatlar1 (xj,y;), (x5,y2) ve E noktasinin koordinatlart (x,,y,) olsun. 12 ve @
dogrularinin denklemleri;

ay =1 —y2), by =(x3 —x1), ¢; =(x1y2 —y1x2) (la,b,c)
ar :(yq —Ye)» by =(x, —)Cq), 2 :(que _yqxe) (2a,b,c)

kisaltmalar1 kullanilarak (3) ve (4) esitlikleri ile yazilabilir.
ajx+bjy+c; =0 (3)
arx+bry+cy =0 4)

Iki dogrunun I kesisim noktasinin koordinatlari (3) ve (4) esitliklerinin beraber
¢Oziimiinden elde edilir.

ajcr —anc -by—c
_ac-ae o _—h-q )

" agby —ahy ! aj

Ayni diizlemde bulunan biitiin dogrular paralel olmadig: siirece birbirlerini kesecegi i¢in
dogru parcalarinin uzaniminda gerceklesen bir kesisim olup olmadiginin anlasilmasi amaciyla
(5) esitliginden bulunan ( x;,y; ) koordinatlarinin (1 ve 2) ve (Q ve E) noktalar1 arasinda yer
alip almadig1r kontrol edilir. Dogru parcalarinin uzaniminda gergeklesen sanal kesisimler
sayllmayacaktir. Bu yontem, digbiikkey olmayan c¢okgenler icin de gegerli olan genel bir
algoritmadir.

b. Eksi-Art1 Yontemi

P c¢okgeninin biitiin noktalarinin saat akrebi doniis yoniinde numaralandigini varsayalim
(Bkz. Sekil-11). Eger sorgulanan O noktas1 biitiin cokgen kenarlarnin (12, 23, 34,..,n—1nve

nl) saginda ise nokta ¢okgen igerisindedir. Q noktas: kenarlardan herhangi birinin solunda
ise, O ¢okgenin digindadir. Numaralama saat akrebi doniis yoniiniin tersinde yapilmis ise sag
ve sol yonleri yer degistirecektir. Bir noktanin, bir dogrunun saginda veya solunda oldugu
nasil belirlenecektir? Bunun i¢in 6nerilmis ¢6ziim yollarindan ikisi, dogru denklemi ve alan
yontemidir /22/.
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Sekil-11: Eksi Art1 Yontemi

(1). Dogru Denklemi Yontemi
0 noktas1 12 dogru parcast lizerinde ise (x,, v, ) koordinatlari (6) esitligini saglamalidir;
ajxg +b1yg +c1 =0 (6)
Aksi durumda (6) esitliginin_ sol tarafi pozitif (+) veya negatif (—) bir deger alacaktir.

Pozitif (+) deger O noktasininl2 dogru parcasinin saginda oldugunu, negatif (-) deger ise
solunda oldugunu gosterir (Bkz. Sekil-12).

ax+by+c<0

ax+by +c>0

ax+by+c=0
Sekil-12: Eksi Art1 (Dogru Denklemi) Y ontemi

(2). Alan Yontemi

Yatay diizlem iizerinde bir liggenin alani, kdse noktalarinin koordinatlar1 kullanilarak 3.ncii
dereceden bir determinant ile ifade edilebilir.
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x oy 1
F=lxy vy 1= —x1)lvg =31)-leg =x1 )02 = 1) (7)
Xq Vg 1

Determinantin igaretinden noktanin sagda mi1 yoksa solda m1 oldugu anlasilabilir. Pozitif

isaret O noktasinin 12 dogrusunun saginda oldugunu, negatif isaret ise solunda oldugunu
gosterecektir.

5. SONUC

Cografi Bilgi Sistemleri, Bilgisayarli Grafik ve CAD/CAM (Bilgisayar Destekli Tasarim
ve Cizim ile Mekansal Modelleme); Jeodezi ve Fotogrametri miihendislerinin i¢inde yer
almalar1 kacimilmaz uygulama alanlaridir. Gen¢ miihendislerin ileride karsilasacaklar
problemlerin ¢oziimiine hazirlikli olmalar1 ve dinamik bir yapi igerisinde farkli disiplinlerle
olan oOrtii alanlarin1 genisletmeleri bir zorunluluk olarak goriilmektedir. Bu nedenle, konuma
iliskin geometrik problemleri ¢dzme bilgi ve becerisinin kazandirilmas1 6nem kazanmaktadir.
Bu alanlarda yaygin olarak kullanilan “Hesaplamali Geometri” disiplininin miithendislerimiz
tarafindan taninmasi ve ilgi alani olarak goriilmesi, gelecekte karsilasacaklari geometrik
problemlerin ¢oziimiine biiyiik katkilar saglayacaktir. Yurt disinda konu ile ilgili ¢cok sayida
makale ve kitap bulunmasina karsin, Tiirk¢e yapilan yayin sayisi ¢ok azdir. Tiirkge yayinlarin
sayist arttirilmali, tiniversitelerimiz ders igeriklerinde konuya yer vermeli ve hatta bu isimde
dersler agilmalidir. Ayrica, meslek ici egitimin etkili oldugu kurumlarda da, Hesaplamali
Geometri konusu goz ardi edilmemelidir.
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